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RESUMEN

En este trabajo planteamos los resultados
del uso de sistemas algebraicos computa-
cionales conocidos como aplicaciones para
programas de computo (app), de conteni-
do matematico, que fueron incorporadas
a dispositivos moviles de estudiantes de
ingenieria en un curso de ecuaciones dife-
renciales ordinarias. El objetivo fue que los
estudiantes adquirieran capacidades en el
empleo de estas tecnologias para que re-
solvieran diferentes ecuaciones de las que
se estudian en el curso, asi como obtener
la grafica de su solucion. Desde el concepto
de fidelidad del software, se analizaron y
manejaron aplicaciones como Differential
Equations, Wolfram, Desmos, Photomath,
entre otras, cuyos resultados destacan las
de mayor utilidad. Con ello, elaboramos
una situaciéon didactica mediante la cual
interactuaron estudiantes con las app en
la resolucion de ecuaciones y en la grafica-
cion. Los hallazgos muestran deficiencias
en la evolucion de la interfaz de las app
utilizadas, cuyo uso provoca fen6menos
didacticos importantes.

o
Palabras clave

“TIC, tecnologia educativa, fenémeno didactico,
aplicacién movil, mateméticas

]

Abstract

This report shows the results of
using Computational Algebraic Applica-
tions (CAA) for mobile devices, intended
as aid in college courses of Ordinary Di-
fferential Equations (ODE). The main
purpose was for students to gain skills in
such software so they could proficiently
solve ODEs as well as to provide graphics
from the solutions obtained. From the
“fidelity” concept of the software, several
applications were analyzed and evalua-
ted such as: Differential Equations, Wol-
fram, Desmos, Photomath, among others.
The given results proved than those appli-
cations were the most useful. With those
results, a Didactic Situation was created
in which students interacted with the app
to solve equations and to graph results.
The results shows some deficiencies in the
evolution of the interface of the app that
was used, this cause significant didactic
phenomena.

Keywords
. TIC, educative technology, educational phenomenon,
m-learning, mathematics
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INTRODUCCION

1 objetivo de este trabajo es mostrar resulta-

dos del uso de sistemas algebraicos compu-
tacionales (SAC), a través de dispositivos mdviles
en los cursos de ecuaciones diferenciales ordina-
rias (EDO), con la finalidad de que los estudian-
tes adquieran capacidades y habilidades para su
resolucion. Nos interesamos por la “fidelidad” del
lenguaje de los SAC respecto de las soluciones y
graficas de las EDO que determinan los estudian-
tes manualmente en sus cuadernos. Registramos,
ademas, fenémenos didacticos que surgieron de
manera inesperada y que destacan de los SAC.

El programa de EDO del Tecnoldgico Na-
cional de México (TecNM), que se desarrolla en
las carreras de ingenieria, sugiere el uso de las
tecnologias de la informacion y la comunicaciéon
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(TIC) para la adquisicion de competencias que
permitan la resolucién simbdlica y graficacion
de casos generales de ecuaciones. El programa
se identifica con la clave ACF-0905 (TecNM,
2016) y con este se busca consolidar la forma-
ciéon matematica del estudiante. Es articulado
en cinco temas o unidades principales, que son:
ecuaciones diferenciales de primer orden, ecua-
ciones diferenciales de n-orden, transformada
de Laplace, sistemas de ecuaciones diferenciales
y series de Fourier.

Este programa tiene antecedente un curso de
calculo vectorial y otro de algebra lineal. En las
cinco unidades, las competencias didacticas espe-
cificas establecen la modelacién de procesos din4-
micos a través de ecuaciones diferenciales que los
describan. Esto implica que los alumnos posean
competencias genéricas: capacidad de abstraccion,
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Durante el curso, la elaboracién
de modelos es un problema
importante. Las actividades

se dividen entre los aspectos
teoricos, las técnicas
matematicas elegidas para la
resolucion de ecuaciones y la
practica algoritmica necesaria
para la misma resolucion

analisis y sintesis que les ayuden, entre otras ac-
tividades, a “resolver ecuaciones diferenciales de
primero y n-orden e interpretar graficamente las
soluciones utilizando las TIC y modelar situacio-
nes en ingenieria al emplear ecuaciones diferen-
ciales” (TecNM, 2016, p. 8).

Las EDO constituyen el eje central sobre el
que sobreviven la ingenieria y la fisica, asi como
porciones de ciencias de la vida relacionadas
con los modelos mateméticos. Durante el cur-
so, la elaboraciéon de modelos es un problema
importante. Las actividades se dividen entre los
aspectos teoricos, las técnicas matematicas elegi-
das para la resolucion de ecuaciones y la practica
algoritmica necesaria para la misma resolucion.
Ambas etapas, junto con la graficaciéon de la solu-
cion y su interpretacion, organizan la suma de un
curso tradicional de EDO y se intercalan en cada
uno de los temas.

Cuando la segunda etapa es rebasada por
el aprendizaje de los métodos de solucion de
ecuaciones, a través de su ejercicio, es posible

involucrar en la resolucién calculos y graficas
elaborados en software matematico, que propor-
cionan respuestas reales relacionadas con la na-
turaleza del problema modelado. Esas respuestas
se describen a través de la variable dependiente,
escrita cominmente como y(x), que representa la
solucibén de la ecuacidén. El uso de software es, de
ese modo, una sintesis importante de los esfuer-
zos operativos y cognitivos desarrollados por los
estudiantes en sus cuadernos para determinar la
solucién y su gréafica.

Dentro del software que se sugiere en el
programa de estudio, se encuentran SAC como
Mathematica, Maple, Derive, Mathcad y Matlab
(TecNM, 2016, p. 10). En el campo de la ensenan-
za del curso, el software toma diferentes vertien-
tes de empleo. La més importante puede ser el
establecimiento de ambientes tecnolégicos para
el aprendizaje de ese tipo de ecuaciones (Cortés
Zabala, Guerrero Magana, Morales Ontiveros
y Pedroza Ceras, 2014). Otro caso es el uso de
software matematico escolar con licencia para la
resolucion de problemas sujetos a la modelaciéon
desarrollada en los problemas asociados a la fisi-
ca-matematica.

La inteligencia artificial ha evolucionado y
perfeccionado la interfaz y el lenguaje del soft-
ware matematico comercial para su incorporacion
en aplicaciones moviles que pueden ser ttiles en
el salon de clase, proceso que ahora se reconoce
como mobile-learning. La interfaz es el espacio
de comunicaciéon entre el usuario y el contenido
electrénico de las computadoras, que procesa las
representaciones solicitadas. Para la ensefianza
de la matematica, permite la visualizacion de re-
presentaciones de conocimiento.

Hemos experimentado con este tltimo tipo
de software, que en adelante llamaremos apli-
caciones mateméticas para Android (app.m),'
y obtuvimos resultados alentadores que nos
inducen a reconsiderar la inclusién de las TIC

! Delinglés, app: application a computer program. Aplicacion que ayuda a los usuarios a resolver una tarea. Hemos agregado a la abreviatura la letra “m” para designarla

como app.m, que en espafiol toma el significado figurado de aplicaciones matematicas para Android.
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que se proponen en el programa. Su desarrollo
de visualizacién y manipulacion involucra enti-
dades abstractas de la matemaética: 4lgebra, vec-
tores, objetos de la geometria, calculo diferencial,
ecuaciones diferenciales, entre otras, que abren
nuevas perspectivas originales para su ensefianza.
Ademas, todos los estudiantes del nivel de inge-
nieria cuentan con un dispositivo movil (teléfono
inteligente o tableta) con especificaciones homo-
géneas de usabilidad que hacen posible su apro-
vechamiento en el aula; son herramientas de gran
conectividad que facilitan la descarga y ejecucion
de app.m via internet.

Estas arquitecturas marcan una ruptura im-
portante con el uso de software comercial. Ese tipo
de herramientas cuentan con una buena cantidad
de aspectos relacionados con su operatividad, que
se convierten en un obsticulo para usarlas en el
aula: su uso precisa de escritorio computacional,
a la vez que su licencia tiene un costo excesivo
para los estudiantes y las instituciones académi-
cas. Asimismo, los tiempos didacticos durante
los cuales se abordan los temas del curso, por lo
general, no son suficientes para la incorporacion
de esas herramientas, y dejan, asi, un hueco en
la adquisicion de capacidades de los estudiantes
para utilizarlas. Es comun que los profesores de
los cursos de EDO desconozcan la existencia del
software sugerido en el programa, asi como su
utilidad.

Planteamos el problema de experimentar en
el curso SAC del tipo app.m que incluye paque-
tes y librerias como las contenidas en el software
comercial que se sugiere en el programa. Para
ello, disefiamos y aplicamos una situacion didac-
tica (SD). La caracteristica fundamental de esas
app.m es su facilidad para descargarse a disposi-
tivos moéviles Android, e incluso a otros dispositi-
vos de sistemas operativos diferentes.

De esta forma, nos preocupamos porque la
interfaz de las app.m comprendiera cierto grado
de fidelidad respecto al lenguaje matemaético que
utilizan los estudiantes cuando resuelven EDO y,
principalmente, en la grafica que devuelven. En

un segundo momento, centramos la atencién en
la identificacion y el anélisis de los fen6menos di-
décticos que surgieron en la experimentacion, los
cuales juegan un papel importante durante la in-
mersién de las app.m al salon de clase, al apoyar
en la representacion y las practicas matematicas
de los estudiantes.

Lo anterior se justifica debido a que las app.m
permiten resolver los tipos mas comunes de
ecuaciones diferenciales que se ven en el curso;
ayudan en la resolucion de problemas que se mo-
delan con estas altimas, ofrecen buena precision
en la grafica de la solucioén, y crean, con su uso,
capacidades y habilidades en el manejo de herra-
mientas computacionales, asi como condiciones
para fincar “un pensamiento involucrado en la
formulacién de problemas y sus soluciones a tra-
vés de agentes informaticos”, que Wing (2006) ha
llamado “pensamiento computacional”.

REVISION BIBLIOGRAFICA

La tendencia en el uso de SAC no es nueva y apare-
ce recurrentemente en la bibliografia especializada

Asimismo, los tiempos
didacticos durante los cuales

se abordan los temas del

curso, por lo general, no son
suficientes para la incorporacion
de esas herramientas, y dejan,
asi, un hueco en la adquisicion
de capacidades de los
estudiantes para utilizarlas




Camacho, Caldera, Valenzuela

recomendada para el curso de EDO. Desde los
afios sesenta del siglo pasado, en obras como la
de Rainville (1969) y Rainville, Bedient y Bedient
(1998), se sugieren métodos numéricos; en la pri-
mera para la resolucion de ecuaciones, mientras
que en la segunda, al final de cada capitulo, se in-
cluye el uso de SAC.

Los libros de texto més recomendados para
el curso, como es el caso de Zill y Cullen (2018),
sugieren recurrir a comandos numéricos de soft-
ware comercial, como DSolve (en Mathematica)
que, por su capacidad, presenta soluciones sim-
bolicas de ecuaciones diferenciales; por ejemplo,
la ecuacion homogénea y su solucion:

DSolve [y” ' [x]+2y’ [x]+2y[x] = 0, y[x], x]

Kreyszig (2011) utiliz6 Mathematica para ela-
borar las graficas de soluciéon de ecuaciones dife-
renciales de los ejemplos contenidos en su libro;
incluye al final una guia para el uso del Maple y
Mathematica. Por su lado, Edwards y Penney
(2001) propusieron a sus lectores lo que llaman
“proyectos de computo”, que son factibles de de-
sarrollar en Maple, Mathematica y Matlab. Uno
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de estos ejemplos se muestra en el libro, de la si-
guiente manera:

Investigacion A. Trace (en Maple) un campo de direc-
cion y curvas de solucion tipicas para la ecuacion dife-
rencial le_y = sen (x-y), con una ventana de -10 <x <10,
-10 <y <10; varias curvas de solucién que son lineas
rectas deben ser visibles (p. 28).

Los ejemplos de los manuales escolares mues-
tran la evolucion de las instrucciones de progra-
macion para la resolucion de EDO en software
comercial, como Maple y Mathematica. La evo-
luciéon del software tiene un paralelo con el uso
de expresiones simbolicas como DSolve, en las
diferentes aplicaciones, asi como también Plot y
Plot3D para la graficacion de la solucién. Lo més
importante de esas instrucciones es que devuel-
ven expresiones simbdlicas para la solucién, que
se asemejan a las propias soluciones que obtienen
de manera algoritmica los estudiantes en sus cua-
dernos. Ademas, esa evolucion se caracteriza por-
que los mismos tipos de lenguajes informatico e
interfaz han sido heredados a las app.m. También
se distingue una tendencia por intentar, desde los

jpertura Afo 19 — Vol. 11, nim. 1 — Abril 2019 — e-ISSN 2007-1094



textos, crear capacidades en los estudiantes para el
uso de software especializado en el estudio y la so-
lucién de EDO, a través de instrucciones de ense-
flanza ofrecidas; el ejemplo de Edwards y Penney
(2001) ilustra bien esa tendencia.

Revisamos algunas de las investigaciones mas
recientes relacionadas con el uso de software de
contenido matematico para su aplicacion en los
cursos de EDO del nivel superior de ensehanza.
Una de estas fue la de Rackauckas (2018), quien,
desde los lenguajes de programacion realiz6 una
comparacion entre diferentes lenguajes de mayor
uso para la resoluciéon de EDO; entre los revisados
se encuentran Matlab, R, Julia, Phyton, C, Mathe-
matica, Maple y Fortran. Este autor hizo compa-
raciones entre las debilidades y fortalezas de cada
lenguaje; los resultados de su investigaciéon permi-
tieron verificar que Julia “objetivamente tiene el
conjunto de caracteristicas mas grande, rebasando
a la mayoria de los otros [lenguajes] envolviéndo-
los con solucionadores comunes” (Rackauckas,
2018, p. 10). Julia es un lenguaje de programacion
de alto nivel que cuenta también con solucionado-
res para las ecuaciones diferenciales no ordinarias.

Por su lado, Rodriguez y Quiroz (2016) mues-
tran el papel de la tecnologia en el curso de EDO
de ingenieria en su transito por las diversas eta-
pas de la modelacion matemaética. Reportan el
disefio de una situacién especifica en el contexto
de circuitos eléctricos RC en el que se utilizan di-
versos recursos tecnologicos para el desarrollo de
las actividades. Los recursos que destacan son el
uso de una calculadora TI Nspire CX CAS, senso-
res de voltaje TI, navegador TI, circuito eléctrico,
capacitor, resistencia, baterias y conectores.

En tanto, Mosquera y Vivas (2017) selecciona-
ron recursos de las app.m maés actuales para realizar
un anélisis comparativo de sus funciones orien-
tadas al desarrollo de competencias matematicas
de aprendizaje para el curso de célculo diferencial.
Como resultado de la evaluacién, obtuvieron tres
app.m que cumplieron con diferentes estandares
que se impusieron; estas fueron MalMath, Sym-
bolab y Grapher. De los estandares que asignaron,

sobresalen la portabilidad del software, los requi-
sitos de un sistema operativo Android para los
moviles, el interés de que fuera software libre, la
facilidad de instalacion y operacién y la interfaz
grafica que no requiere del desarrollo de coédigo
de programacion.

Los criterios de calidad para el uso de las me-
jores app.m en el aula se caracterizan porque la
mayoria de estas han sido disefiadas y construidas
con estandares de calidad semejantes a los que se
impusieron investigadores como Mosquera y Vi-
vas (2017). Actualmente, algunos de esos criterios
han sido rebasados por la creciente evolucion de
la tecnologia celular; por ejemplo, es generalizado
que los estudiantes cuenten con un moévil de sis-
tema operativo Android. La mayoria de las app.m
que se encuentran libres son ficiles de cargar y,
por sus propias limitaciones, la interfaz grafica no
permite desarrollar el c6digo de programacion.
Ante esto, creemos que los investigadores men-
cionados, y otros que aqui no se citan, pasan por
alto uno de los elementos méas importantes de las
app.m, que tiene que ver con la “fidelidad” con
que estas devuelven las soluciones de las ecuacio-
nes diferenciales y sus gréaficas.

TRANSPOSICION INFORMATICA

Esta es una frase acunada por Balacheff (1994), al
extender el fenémeno de la “transposicion didac-
tica” definido por Chevallard (1985), el cual se en-
tiende como la reproduccion de una situaciéon que
involucra conocimientos de la matematica escolar
en contextos diferentes a los que fue producida
y con formas de expresion también distintas. En
tanto, la transposicion informatica refiere la intro-
duccioén de software en el ambito de la ensefianza
de la matematica, cuyas consecuencias complican
la simple transposicion didictica de conocimien-
tos, debido a que su inclusién en los cursos de
matematicas determina restricciones y obstaculos
en los que intervienen la representacion y el pro-
cesamiento interno de la computadora, asi como
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el de la representacién y procesamiento de
la interfaz.

Irrupcion de conocimientos externos al aula

En los acercamientos de la informéatica ha-
cia la ensefianza de la matematica importa
estudiar la introduccién de conocimientos
y conceptos externos al saber escolar, asi
como las herramientas y técnicas que esa
irrupcidén ocasiona. El objetivo de su anali-
sis es asumir el control de la asociaciéon que
ocurre entre los conocimientos y las técni-
cas involucradas, ademas del surgimiento
de fendmenos did4cticos originados por la
irrupcién. En torno a la incorporaciéon de
herramientas informaticas al aula, Artigue
(2015) concluye que el uso de ese tipo de
tecnologias no esta exento de conflictos.

En el sentido de la inmersion de co-
nocimientos externos a la ensefianza de la
matematica, Camacho y Romo-Vazquez
(2015) desarrollaron la deconstruccion
del concepto matematico de gradiente en
un contexto no matemaético, la topografia.
Del proceso de deconstruccién resultaron
numerosas técnicas que les permitieron es-
tablecer una definici6n mixta del concepto
para su ensefianza en el aula.

En los acercamientos de la

informética hacia la ensefanza de
la matematica importa estudiar la
introduccion de conocimientos y

conceptos externos al saber escolar,
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asi como las herramientas y

técnicas que esa irrupcion ocasiona

Por su lado, Artigue (1997) experimentd
con estudiantes de secundaria (Liceo fran-
cés) la inmersion y uso de DERIVE en las
operaciones con fracciones aritméticas y
analiz6é dos fenémenos didacticos que sur-
gieron con el uso de paréntesis. La interfaz
DERIVE elimina en pantalla una cantidad
de paréntesis inutiles, que se diferencian de
aquellos incluidos en los calculos en el cua-
derno de los estudiantes. Esas acciones del
software provocaron confusiones semiéticas
en los estudiantes, debido a que la devolu-
ci6on de resultados en pantalla no se corres-
ponde con lo determinado en su cuaderno.

Fenomenos didacticos

Aun cuando en el articulo de Artigue
(1997) no se aclara, entendemos por “fe-
némenos didacticos” aquellos problemas
de ensefianza provocados por la transpo-
sicion informatica de agentes externos,
al ponerlos en interacciéon con el conoci-
miento matematico escolar. Surgen como
perturbaciones que alteran el orden de la
actividad didéctica y se diferencian entre
semioticos, cognitivos y epistemologicos
(el caso experimentado por Artigue resulta
ser una perturbacién de tipo semi6tico). En
los tres casos, esas perturbaciones inducen a
errores en la toma de decisiones algoritmi-
cas, o bien, en la determinacion de la solu-
ci6n de problemas de la matematica escolar.

Concepto de fidelidad

Estas situaciones se deben analizar, como lo
estima Balacheff (1994), en términos de la
fidelidad que alcanzan respecto al fen6meno
con el que se les confronta; por ejemplo, en
los ambientes computacionales de simula-
cion de fendmenos de la fisica-matemaética,
cuando nos cuestionamos qué tan cerca
coincide el entorno simulado con el mundo



real, esa cercania se reconoce como fidelidad. Una
simulacion de alta fidelidad es aquella casi indis-
tinguible de la realidad. Wenger (1987) introdujo el
concepto fidelidad epistémica, con el que es posi-
ble calificar la diferencia entre representacion fisica
y conocimiento de referencia, fincados en un nivel
epistémico.

En ese sentido, la investigacion a través de los
procesos que ocurren durante la transposicién in-
formatica deberia medir la fidelidad que “designa
el trabajo sobre el conocimiento que permite una
representacion simbolica y la implementacion de
esta representacion mediante un dispositivo infor-
matico, ya sea para mostrar el conocimiento o para
manipularlo” (Balacheff, 1994, p. 11). En el &mbito
de este acercamiento, la transposicién adquiere una
importancia particular, significa una contextualiza-
cién del conocimiento que puede tener consecuen-
cias importantes en los resultados de aprendizaje.

El concepto de fidelidad es una norma con la
que pretendemos que las distorsiones y perturba-
ciones epistémicas provocadas por la asociaciéon
del conocimiento matematico y el software sean
minimas. Ante ello, nos hacemos las siguientes
preguntas: ¢qué relacion mantiene la interfaz de
las app.m y su uso confrontado en una situaciéon
didactica? y équé consecuencias puede tener esta
relacion en el aprendizaje de la matematica que
resultara de la interaccion con este software?

En los dominios informaticos y del aula, la fi-
delidad se debe mirar a través de la distancia que
separa el ambito escolar del software y que toma
dos rutas que se complementan. La primera re-
lacionada con el trabajo que realiza el software
sobre el conocimiento escolar, cuya manipulacién
alude una asociaciéon de contextos instalados en
un entorno epistemoldgico. La segunda va de lado
de la interfaz del software y refiere el parentesco
simbolico de los elementos que la integran con
aquellos que se comunican en el aula.

El concepto de fidelidad es una
norma con la que pretendemos
minimizar las distorsiones y
perturbaciones epistémicas
provocadas por la asociacion
del conocimiento matematico
y el software

Software de alta fidelidad. Mathematica
Un software matemaético de alta fidelidad (AF)
se distingue por las caracteristicas funcionales y
semiéticas de su interfaz de usuario, que confor-
man el “dominio de validez de sus representacio-
nes” (Balacheff, 1994). Si nos cefiimos a la parte
que nos interesa de ese dominio, por un lado,
encontramos la entrada y salida de informaci6n
numérica y simbdlica y, por otro, la resolucion de
las graficas que devuelve. Un software de AF es
Mathematica. En sus versiones mas avanzadas,
utiliza resolucién numérica y exacta para la solu-
cion de EDO de valor inicial. Ofrece una interfaz
de alto nivel para todas las bases de datos estan-
dares. Mathematica se identifica porque los sim-
bolos que aparecen en su teclado de informacién
son casi idénticos a los que utilizan los estudian-
tes en su cuaderno, mientras que la resoluciéon
de las graficas que devuelve son de alta calidad y
completamente interactivas (es el caso de la ima-
gen izquierda de la figura 1, la interfaz y lo que
representa “se ven igual”).

En la grafica citada fue necesario incluir el
signo “x” [por] para que funcionen las operacio-
nes de multiplicacién en la expresion que se pidid

2 Cuando Balacheff habla de software o dispositivos informaticos, se refiere a las versiones de aquellos que se encontraban en uso a mediados de los afios noventa del

siglo pasado, como Derive y Cabri Géométer. En su articulo no concibe el uso de dispositivos mdviles en la ensefianza, y se preocupa, principalmente, por el software

citado, asi como por grandes proyectos de ambientes informaticos, tutoriales como Geometry-Tutor y micromundos; es el caso de Logo.




graficar. Esto no sucede con las versiones mas ac-
tuales del software, por ejemplo, la 11.3, lo cual
demerita la AF debido a que en los cuadernos de
los estudiantes ese simbolo es innecesario. Pode-
mos estimar que el software Mathematica 10.4,
es de AF en un 99% por la necesidad que implica
incorporar en su dominio el simbolo x. Si revisa-
mos la grafica que devuelve, se observa con buena
resolucion; incluso, es posible utilizar otro tipo de
coloreado, si asi se desea; sin embargo, no apare-
cen las flechas de los €jes x, y, aunque es posible
incluirlos. Cada defecto, o falta, de la interfaz del
software puede demeritar un punto sobre el por-
centaje que determina su fidelidad.

Software matematico de buena fidelidad

En el caso de las app.m, el criterio de discrimina-
cion se aplica por igual; se utiliza como referente de
comparacion el software de AF. Habria que mirar
que este dltimo es funcional en escritorio y que las
app.m, en la forma en que se emplean en el aula, lo
hacen directamente en el mévil de los estudiantes.
Esta diferencia es un criterio discriminatorio fuerte
que ayuda a caracterizar las app.m como de buena
fidelidad (1a interfaz y lo que representa “se ven casi
igual”), en cierto porcentaje respecto de aquellos
softwares de AF, sobre todo por factores vinculados
ala resolucion de las graficas que devuelve.

16 s

-

i Fronl 1

1 1%EE (-1

i - nComfaumun] §-3)"' % Blafaamu
Plot = e

2!

En la imagen derecha de la figura 1 hemos dis-
puesto la misma grafica de la funcion elaborada
en Mathematica. La grafica de la derecha se apre-
cia méas densa o “granulosa” que la de la izquierda,
es decir, sus pixeles no se encuentran distribuidos
sobre la imagen de manera homogénea, como en
la primera, o bien, el modelo de distribuciéon de
pixeles es distinto que en el software de AF. En
cuanto a la calidad, la imagen izquierda es de una
resolucién aproximada de unos 100 x 100 pixeles,
mientras que la derecha, de 50 x 50 pixeles.

Aun cuando la misma grafica elaborada en di-
ferentes softwares solo muestra la diferencia gra-
nulosa entre ambas (lo cual puede deberse al tipo
de funcidn), en otras situaciones esa diferencia es
mas acentuada en las app.m (en este caso, en el do-
minio de Desmos). Esto dltimo lleva a confundir
al usuario en su percepcion, al presentarse un “fe-
némeno de perturbacion cognitiva” en el momento
en que los estudiantes interpretan la grafica.

METODOLOGIA

El diseno de la investigaciéon responde a una me-
todologia interna basada sobre el analisis de si-
tuaciones didacticas (SD) en las que se involucran
herramientas informaticas app.m. En este caso,
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Figura 1. A la izquierda, grafica elaborada en Mathematica 10.4, software de alta fidelidad. A la derecha, la misma gréfica elaborada en

Desmos, software de buena fidelidad.
Fuente: elaboracidn propia.
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disefiamos y aplicamos una SD (con mayor preci-
sién: un examen) y acompanamos esta interven-
cién con un proceso de investigacion, orientado a
verificar los resultados de los participantes.

Para el desarrollo de la adquisicion y verifica-
cion de las capacidades que adquieren los estudian-
tes con el uso de app.m, formulamos actividades
elaboradas a partir de un proceso inductivo, que
concluye con la aplicacion de la SD y el analisis de
resultados. Las actividades fueron las siguientes:

» Resolucion y graficacion de los tipos de EDO
que se sugieren en un programa de forma tra-
dicional, es decir, sin el uso del software.

 Una revision de diferentes app.m, que conside-
ra que sean portables en el sistema operativo
Android de los moéviles de los estudiantes, que
sean sencillas de cargar, que sea software libre,
que la interfaz grafica no permita el desarrollo
de coédigo de programacion y, principalmente,
que el lenguaje informético, grafico y en editor
de ecuaciones que devuelva en pantalla, sea lo
mas fiel al lenguaje matematico-escolar natural
(LMEN) que resulta de resolver las EDO en el
cuaderno de los estudiantes.

« No discutiremos la descripcion de los méviles
de los estudiantes y descarga de las app.m, ya
que tomamos en cuenta que la mayoria con-
tienen un sistema operativo Android y que
bajar las app.m al dispositivo no significé pro-
blema en ningun caso.

» Uso experimental de las app.m en la resolu-

cién de EDO y su grafica, que conduzcan a la

adquisicion de habilidades y capacidades.

Eleccion de problemas del curso para el dise-

fio de una SD, en cuya resolucion se verifiquen

las capacidades adquiridas.

Aplicaciéon grupal de la SD.

« Analisis de resultados del uso de las app.m y
de los fenbmenos didacticos que de ahi surgen.

Por las caracteristicas de la investigacién, no
nos interesamos por obtener resultados cuan-
titativos, ya que no manipulamos variables de

forma deliberada en virtud de que solo nos pro-
ponemos describir e interpretar resultados en
un momento unico, que puede ser reproducible
en cursos posteriores; nos importa més valorar
las decisiones cognitivas que se verifican en los
resultados de los alumnos al abordar los proble-
mas que proponemos.

Dispositivos moviles y app.m

A lo largo del primer semestre de 2018, revisa-
mos el software app.m que estudiantes del curso
de EDO bajaron a sus méviles, con el objetivo de
uso ya comentado; entre otros, y por su denomi-
naciéon comun, Differential Equations, Geogebra,
Calculadora de Integrales, WolframAlpha y grafi-
cadores como Desmos y Photomath. La mayoria
de estos son app.m libres de licencia y se bajan
con facilidad a los dispositivos méviles Android
de la mayoria de los estudiantes. Cumplen, en lo
general, con los atributos planteados anterior-
mente. Cada uno se descarg6 conforme su uso se
volvia necesario en cada tema del curso, bajo la
consigna de que devolvieran en pantalla lo mas
préximo a un LMEN.

El primero de estos fue el graficador Photomath,
que sirvi6 para elaborar graficas de las soluciones
de EDO de primero y n-orden. Después siguio
WolframAlpha, que se utiliz6 también en algunos
casos para graficar familias de soluciones de los
diferentes tipos de EDO. En algunos de estos, y
conforme avanzamos en el curso, como Mathe-
matics, Maths Differential Equations, Mathway,
Malmath, observamos que, para algunas de las
ecuaciones, no cumplian con la caracteristica

Por las caracteristicas de
la investigacion, no nos
interesamos por obtener
resultados cuantitativos
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En las SD se pueden incluir
tareas, ejercicios de clase,
examenes, uso de software,
elaboracion de modelos,
proyectos y practicas, que
garanticen una respuesta
aceptada de los involucrados

fundamental de fidelidad del LMEN respecto del
lenguaje impuesto en el dominio de la interfaz, de
modo que se fueron descartando poco a poco.

Al llegar a la etapa de los temas de transfor-
mada de Laplace (tercero y cuarto del curso), no-
tamos que no existen app.m evolucionadas para
resolver EDO que les involucren, y se cuenta solo
con software de escritorio. Ante esto, el curso si-
guib en el orden tradicional, es decir, resolucion
de EDO de condiciones iniciales utilizando trans-
formada de Laplace, cuya solucion fue interpreta-
da en algtn graficador app.m. Para el quinto tema
del curso, series de Fourier, nos interesamos por
las graficadores que devolvieran la grafica solu-
cion de ecuaciones diferenciales, que representan
los sistemas fisicos masa-resorte, cuya funcion
ordenadora fuera periodica en un intervalo dado.
En este caso, y por las condiciones impuestas, solo
Desmos devolvio graficas en el orden requerido.

Descripcion de las app.m elegidas

Los dos graficadores app.m que rescatamos de la
experiencia en el curso fueron Photomath y Des-
mos, mientras que los solucionadores de EDO
fueron WolframAlpha y Differential Equations.?
Debido a que en el articulo mostramos una expe-

riencia didactica en la que involucramos la grafi-
cacion con Desmos, en seguida describimos sus
atributos principales sin considerar las demas
app.m mencionadas.

Desmos es una herramienta app.m desarrolla-
da en la ciudad de San Francisco, Estados Unidos,
que, entre otras caracteristicas, puede accederse
con facilidad en linea (www.desmos.com), desde
un dispositivo movil (tableta o teléfono inteligen-
te). No requiere usuario, es multiidioma y es cola-
borativa. El dominio de su interfaz posee un editor
de ecuaciones semejante al de Mathematica, en
el que se teclean expresiones en el mismo orden
de las que se ven en el salon de clase. Las graficas
que devuelve se concentran en una cuadricula que
parte de dos ejes centrales x, y (ver figura 2), los
cuales, ademaés, se pueden distinguir utilizando di-
ferentes colores si se desea. El control del editor de
ecuaciones se encuentra debajo de la cuadricula,
con una paleta en la que se concentran las diferen-
tes funciones y simbolos més utilizados.

Situacion didactica

Una SD refiere la elaboracion de actividades arti-
culadas y orientadas para que los estudiantes in-
volucrados desarrollen competencias especificas.
Las actividades son ordenadas en secuencias di-
décticas para dar solucién a conflictos cognitivos
que son presentados en las actividades. Esa arti-
culacion permite llevar un control cuidadoso de
los medios informaticos y conocimientos implici-
tos. En las SD se pueden incluir tareas, ejercicios
de clase, examenes, uso de software, elaboracion
de modelos, proyectos, asi como pequeiias elabo-
raciones y practicas, que garanticen una respues-
ta aceptada por parte de los involucrados.

La intenci6n de poner en situacién a un es-
tudiante o grupo de estudiantes significa experi-
mentar con ellos nuevas creaciones que todavia
no tienen una aceptaciéon explicita en el salén
de clase, o bien, la btisqueda de descifrar algo

3 Ver la opinidn sobre Differential Equations de Rackauckas (2018) en las conclusiones.
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escondido en la elaboracién de la SD, a través
de mezclar diferentes saberes y areas del cono-
cimiento para llegar a su resoluciéon. En nuestro
caso, buscamos que los estudiantes interactien
con las app.m y reconozcan en el dominio de la
interfaz los objetos de la matematica escolar que,
en cierta medida, asumiremos como la norma que
garantiza la fidelidad entre los dos ambientes.

Diserio de la SD y problematizacion del item elegido

Nuestro objetivo en el disefio de SD prevé la si-
guiente serie de secuencias S:

S.1) Proveer a un grupo de 20 estudiantes del curso
de EDO, del cuarto y quinto semestre de la carrera de
Ingenieria en Sistemas Computacionales,* de un obje-
to matematico que represente la solucion en serie de
Fourier de una ecuacion diferencial.

S.2) Nos interesa que los estudiantes tecleen esta so-
lucién en la app.m cargada en su mévil, en este caso el
graficador Desmos.

S.3) Esa accion convierte al objeto matemaético en in-
formético, dispuesto en su interfaz.

S.4) La siguiente secuencia consiste en obtener la gra-
fica en la app.m de la expresion asi tecleada.

S.5) Se identifica en la gréfica el objeto matematico, al
que corresponde la solucién en serie de Fourier dada.

Problematizacibén y eleccion de items

La puesta en situaciéon de los estudiantes se co-
loca en el escenario de un examen ordinario de
la quinta unidad del curso, presentado a finales
del primer semestre de 2018, con una duraci6on
aproximada de una hora y veinte minutos; el item
elegido es el segundo de tres que se propusieron.
El examen fue elaborado a partir de la inclusiéon
de uno de sus items en el contenido de un libro
de texto empleado comtinmente por profesores
y estudiantes en la instituciéon donde realizamos
la investigacion. El item elegido fue seleccionado

entre otros que se encuentran en Edwards y Pen-
ney (2001, problema 16, seccién 9.2, p. 595) y se
describe como se muestra a continuacion.

La funciéon que se muestra en (1) expresada en serie
de Fourier, corresponde a un desarrollo de la forma:

_1 2y cos(nmt) | 1 o0 (-1)"sen(nnt)
f(t)_f_ﬂzxnzl 2 +72n:1 n ..(1),

con perfodo f(O)=f(t+2),

El item se problematiz6 con el uso del soft-
ware y conocimientos involucrados en sentido
inverso de la forma en que se propone en el libro
citado. Su planteamiento es el siguiente:

a) Considere que fes una funcion de periodo 2 tal
quef(D)=0,si-1<t<oyf()=tsio<t<1
Pruebe que:

_1_ 2y cos(nmt) | 1 o0 (-1)™sen(nnt)
f(t)_T_T[ZZn:l 2 +721’l=1 n

b) Trace ahora la grafica de f indicando el valor
de cada discontinuidad.

Ademas, el profesor del curso emple6 la ecua-
cion (1) para solicitar a los estudiantes las siguien-
tes actividades:

1) Teclear la ecuacion en Desmos, 2) pedir en
la interfaz grafica y 3) determinar la funcion

En nuestro caso, buscamos que
los estudiantes interactlien con
las app.m y reconozcan en el
dominio de la interfaz los objetos
de la matematica escolar

* Instituto Tecnoldgico de Chihuahua II, TecNM. Al ser alumnos de la carrera de Sistemas Computacionales, los estudiantes se encuentran en el ambiente requerido del

uso de app.m. Reconocen facilmente los términos usuales de esa disciplina, como codigo de programacion, interfaz, entre otros.
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f () que corresponde a la serie de Fourier
dada.

Alo largo del trabajo en el aula de las técnicas
relacionadas con el tema, los estudiantes grafica-
ron en Desmos una considerable cantidad de fun-
ciones expresadas en serie de Fourier y soluciones
de EDO de condiciones iniciales, cuya funcién or-
denadora es periddica, como la que se muestra en
(1). A diferencia de esas actividades, el item que se
presenta en la SD es en sentido inverso, es decir, se
va del desarrollo de funciones en serie de Fourier y
se pide “regresar” y reconocer la funcién matema-
tica de origen; en esa interaccion la app.m sirve de
puente. Esta tltima actividad no es cotidiana en un
curso tradicional. Desde nuestro punto de vista, el
item en si mismo representa un desafio para los es-
tudiantes, no obstante que con un minimo del uso
de la app.m se llega a su resolucion. Ello da lugar a
que fuera considerado como el mas sencillo de re-
solver, de modo que la mayoria de los estudiantes
optaron por abordarlo.

Conflicto cognitivo

Se presenta un conflicto cognitivo al pedir a los
estudiantes verificar el objeto matematico que re-
sulta a través de la grafica que devuelve Desmos
de la serie de Fourier. Los estudiantes deben reco-
nocer que ese objeto representa dos lineas rectas
unidas en el origen, “dientes de sierra”, segtin los
autores del libro, de la forma:

_(0,-1<t<0
f(t)_{ to<t<1 - (2)

de periodo f(O)=f(t+2) |

Sin embargo, al asumir la autoridad del tex-
to, el profesor no advirti6 que la expresiéon (1) no
corresponde a la solucién esperada (2), ya que es
error de los autores del libro. La expresion real
para la solucién esperada es:

_ 1,1 (-1)"1)cos(nmt) | 1 (-1)™1sen(nmt)
f(t)—7+nzzo1’?=1 ) Jr?E:C‘:'Lozl n ~+(3)
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bajo las mismas condiciones del periodo. La gra-
fica esperada para la ecuacion (1) se muestra en
la interfaz de la app.m en la figura 2, asi como la
expresion tecleada en el editor de ecuaciones del
software, mientras que la grafica que determina la
funcion (3) se aprecia en la figura 1.

1O

Y coslnam) , 1
2 T

n=]

Figura 2. Abajo, la expresion tecleada en Desmos para n=10 000
valores. Arriba, gréfica de la expresion devuelta.
Fuente: elaboracion propia.

Al no advertir el error, el profesor plante6 el
item en la forma que sugiere la funcién en (1),
y asumi6 que la respuesta esperada debia ser la
que se muestra en (2). Para un estudiante que
ha logrado manejar adecuadamente Desmos du-
rante el semestre, teclear y llegar a la grafica le
lleva de dos a tres minutos. Le toma otros cinco
minutos transcribir al cuaderno la grafica corres-
pondiente, cuya interaccion lo remita a tomar una
decision cognitiva para la expresion matematica
devuelta.



RESULTADOS

De los 20 estudiantes que aplicaron para el exa-
men, nueve llegaron a resultados “aceptables” en
la solucién esperada por el profesor para el proble-
ma colocado en la SD, siete de ellos lo resolvieron
equivocadamente y cuatro no lo eligieron como
parte de su evaluacién. Los once estudiantes que
no resolvieron el problema aplicaron para la etapa
de regularizacion de la quinta unidad, para la cual
se elaboraron de nuevo tres problemas, incluyendo
uno semejante al que se exhibe en la SD.

En seguida mostramos las regularidades mas
sobresalientes de los resultados que se obtuvieron
con el uso de las app.m durante el desarrollo de la
SD, con el error comentado.

En la grafica devuelta por Desmos para el pro-
blema planteado en la SD (ver figura 3) se mues-
tra el resultado de uno de los estudiantes que
corresponde al esperado por el profesor, es decir,

_(0,-1<t<0
f(t)_{ to<t<1

cuya regularidad se verifica en cinco de los nueve
estudiantes.

Figura 3. Elaboracion en el cuaderno de la gréfica devuelta por Desmos.

En esa realizacion, el estudiante dio un valor
méaximo a la sumatoria de n=100 términos, que da
lugar a que las “rectas” esperadas se mustren “cur-
veadas”, lo cual se percibe en la grafica trasladada
al cuaderno. Sin embargo, esto no fue obstaculo
para que los cinco estudiantes decidieran por la ex-
presion esperada. Incluso, tres de ellos trasladaron
la grafica al cuaderno evitando el curveado y deja-

ron las rectas tal como las esperaba el profesor, sin
percatarse del error en que incurrian.

En la grafica de la figura 4, otro de los alumnos
exager6 mas las curvas y a la sumatoria le dio un
valor para n=10 000 términos, que le convencid
de que las curvas devueltas eran la grafica corres-
pondiente al desarrollo de Fourier, dado en la SD.

Figura 4. Elaboracion en el cuaderno de la grafica devuelta por Desmos
(en este caso, el alumno interpretd la gréfica esperada como dos curvas).

En ese escenario, el alumno amplific6 la ima-
gen resultante en la interfaz de la app.m y obser-
vb que la curva que se acomoda al eje x corta en
dos puntos cuyas coordenadas se obtuvieron con
el software; estim6 también aquellas en las que
se encuentran los pliegues de ambas, asi como las
que corresponden al valor maximo de la primera.
En ese momento, el interés del alumno era deter-
minar las expresiones analiticas de cada curva y
utiliz6 para esto las coordenadas rectangulares
descritas, asi como la visién que tenia del com-
portamiento tendencial de cada una. Supuso la
primera, que se encuentra entre 1 < t < 2, como
una parabola invertida y la otra, ubicada entre o
<t < 1, como una funcién radical vt trasladada
sobre el eje y. Ante esto, expres6 la funcién espe-
rada, como:

Vt—0.083,0<t< 1

fO=2 —t>+0.04

,1<t<2

Otro de los estudiantes usé el mismo crite-
rio y concluy6 que la funcién esperada era una
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recta, aquella que se encuentra entre 0 < t < 1,
y una parabola invertida trasladada sobre el eje
x, la ubicada en el intervalo 1 < t < 2. Escribi6 la
funcién en la forma:

_§ t-0083 o0<t<1
f®= {—t2+2t—0.917,1 <t<?2

Los otros dos estudiantes realizaron operacio-
nes semejantes.

DISCUSION

El efecto granular de las graficas devueltas lle-
v6 a los primeros cinco estudiantes a tomar una
decision equivocada, que se manifiesta como un
fendmeno de perturbacion cognitiva por la repre-
sentacién mental que se hicieron de la funci6on
esperada. En la figura 2 apreciamos que las on-
dulaciones que determinan ambas curvas se con-
funden en el entorno de la interfaz de la app.m. La
que se encuentra sobre el eje f(t)=t, plegandose a
este ultimo, y la otra, asemejandose a la recta, lo
que provoca el fenémeno.

Ante estos resultados, la grafica dispuesta en
la figura 3 representa un modelo del comporta-
miento de los estudiantes, que deriva de la gra-
fica devuelta en la interfaz de la app.m y de la
representaciéon que hicieron a través de su nivel
de diagnéstico. Esas decisiones aparecen como
importantes ante el posible disefio de una “mo-
delizacion” de situaciones que involucran a los
estudiantes. Esto que actualmente se conoce
como tutoriales.

Sin embargo, la aplicacién de la SD muestra
que las app.m pueden ser utilizadas por los es-
tudiantes como ambientes tecnologicos escola-
res de apoyo en la resoluciéon de problemas, sin
necesidad de recurrir a software especializado o
comercial. En estos software las acciones y res-
puestas de los alumnos son dinamicas y deter-
minan que las app.m aparezcan como esenciales
en la resoluciéon de EDO y la graficacion de sus
soluciones.
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CONCLUSIONES

La inmersion del software app.m en el curso de
EDO suministra diferencias epistemoldgicas sig-
nificativas entre la representaciéon simbolica de
las graficas que aporta su interfaz y el referente
de conocimiento que permite a los estudiantes
su elaboracion. La representacion simbdlica es
determinada por la limitada resolucion en las
graficas devueltas, que provoca una serie de fe-
noémenos didacticos durante su interaccion con el
conocimiento matematico escolar.

Los fendmenos toman dos vertientes, la pri-
mera destaca del avance de la tecnologia de soft-
ware, que deja ver que los dispositivos méviles
en que se depositan las app.m promueven estos
dltimos, por el reducido tamano de su interfaz, o
bien, por razones tecnolégicas de su estructura de
programacién. Con todo lo anterior, la identifica-
cion de ese tipo de fendmenos permiten entender
las limitaciones de las app.m utilizadas.

La segunda vertiente es mas compleja y deter-
mina decisiones equivocadas en los estudiantes
alrededor de las funciones esperadas ante el pro-
blema. No obstante, esas decisiones se pueden sal-
var a través de convenciones previas acordadas en
grupo, que llevarian a cuestionar el disefio de SD.
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